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0:   إذن  1 3z i= − +.      

)                :    و من جهة أخرى                  )2
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2:   ولاحظ أن 
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):  و بالتالي فإن  )515 3 5
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)لحل المعادلة  -)2 ) 2
1 : 2 6 0E z i z+ − =  ،  

zنضع  x iy= z:   إذن + x iy= )  و − )22 2 2 2z x iy x y ixy= + = − +  

)     :  و لدينا  ) ( )2 2
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2المميز المختصر للمعادلة  2 6 0y y− + '  هو  = 5 0∆ = − <  
  .  إذن فهي لا تقبل حلا في 
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}:   و بالتالي فإن   }1 2;S z z=  1   حيث 3z i= 2  و − 3z i= − −.     

)نحل المعادلة  • ) 22
2 : 2 3 0E z z+ − =.     

zنضع  x iy= 2  إذن + 2 2 2z x y ixy= −   و +
2 2 2z x y=   :  ، و لدينا +

    ( ) ( )2 2 2 2
2 2 3 2 0E x y x y ixy⇔ − + + − + =  

                    
2 2

2 2

0
3 3 0

0 0
3 1

xy
x y

x y
أو

y x

=⎧
⇔ ⎨

+ − =⎩
= =⎧ ⎧

⇔ ⎨ ⎨
= =⎩ ⎩

  

}   :إذن  }2 1,1, 3, 3S i i= − −   .  

)بالنسبة للمعادلة  • ) ( )3 : 3 2 3 0E z z i z+ − +  : ، لدينا =

( ) ( ) ( ) 2 2
3 3 2 3 0E x iy x iy i x y⇔ + + − − + + =  
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)     :ومنه فإن  ){ }3 1 3 /S x i x += + ∈     .  
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2نعتبر العدد العقدي  -)3 2 2 2u i= − − +.    

)   :  لدينا  ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 . 2 2u i= − − + − − +  

):   إذن       )2 2 2 2 2 2 2 1u i i= − − = − +         

):  و بالتالي فإن   ) ( )( )224 2 2 2 1 16u u i i= = − + =  

4:      إذن   16,
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u π⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
.      

 :إستنتاج •
من جهة   

44 16u u= 4:     إذن  = 16 2u = =.     

):  و من جهة أخرى  ) [ ] [ ]4arg 4arg 2 4arg 2
2

u u u ππ π≡ ⇔ ≡.     

argإذن     
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arg   أي أن 

8 2
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= k   حيث + ∈  

)و بما أن   )Re 0u )  و  < )Im 0u 0: فإن   >
2 8 2

kπ π π
− < + <  

1kأي أن  = ]   :  ، إذن  − ]3arg 2
8

u π π≡ −  

:   و بالتالي فإن  
32,
8

u π⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
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):  لدينا  -)4 ) [ ]arg 3 2
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i π π+ ):     إذن  ≡ ) [ ]arg 3 2
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):  ومنه فإن  ) [ ]3 0 /
6 6

n n ni k kπ ππ π+ ∈ ⇔ ≡ ⇔ = ∈  

):  بمعنى أن   )3 6 /
n
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):  و بنفس الطريقة  ) [ ]*3 2 2 /
6 6

n n ni k kπ ππ π π π−+ ∈ ⇔ ≡ ⇔ − = ∈  

)  :    بمعنى أن ) ( )*3 6 2 1 /
n

i n k k−+ ∈ ⇔ = + ∈.       

)و   ) [ ]*3 /
6 2 6 2

n n ni i k kπ π π ππ π+ ∈ ⇔ ≡ ⇔ − = ∈  

):    أي أن  ) ( )*3 3 2 1 /
n

i i n k k+ ∈ ⇔ = + ∈.      

)تعميل الحدودية  -أ -)5 ) ( ) ( )2 22 3 3 5P z z z z= + + +.    

)       :       لدينا           ) ( ) ( ) ( )2 22 22 2 23 3 5 3 3 5z z z z z i z+ + + = + − +  
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):   إذن   ) ( )( ) ( )( )2 23 1 5 3 1 5P z z i z i z i z i= + + + + − −.        

):  لحل المعادلة   -ب ) ( )2: 3 1 5 0E z i z i+ + +   : نحسب مميزها   =

( )( )2
3 1 4 5 2i i i∆ = + − × = −  

):    أن بماو       )21 i∆ = )   فإن حلي المعادلة− )E  هما :  

( ) ( )1 3 1 1 4 2z i i i= − + − − = − )   و  − ) ( )2 3 1 1 2 4z i i i= − + + − = − −  

) حلا للمعادلة zإذا كان ) ( )2* : 3 1 5 0z i z i+ − − )  حل للمعادلة z  فإن = )E  

1:  إذن   4 2z z i= = − 2   أو  + 2 4z z i= = − +.     

)و بالتالي فمجموعة حلول المعادلة  )'E  هي    :{ }1 2 1 2, , ,S z z z z=  

1:  حيث   4 2z i= − 2  و  − 2 4z i= − −.       

)ولاحظ أن صور هذه الحلول في المستوى العقدي )Ρشبه منحرف متساوي الساقين رؤوس .  

):  من الجواب السابق نستنتج أن  -ج ) ( )( )( )( )1 1 2 2P z z z z z z z z z= − − − −  

):   و بما أن   )( ) ( )2 2
1 1 1 1 1 1 8 20z z z z z z z z z z z z− − = − + + = + +  

)و   )( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2 4 20z z z z z z z z z z z z− − = − + + = + +  

):   فإن   ) ( )( )2 28 20 4 20P z z z z z= + + + +.      
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)إذن المعادلة )"Eو لدينا  −1 تقبل جذرا حقيقيا هو ، :  
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                                ( )( )21 3 3z z z i= + − + −  

2:   نحل الآن المعادلة   3 3 0z z i− + − =.      
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):  مميزها هو  )9 4 3 3 4i i∆ = − − = − +  

)و لدينا   ) ( )2 22 2 2 1 1 2i i i∆ = + × + =   :   ، إذن حليها هما  +
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}:  و بالتالي فإن  }1, 2 ,1S i i= − + −.      

)في المستوى العقدي )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( )1 2, ,O e e نعتبر النقط :  
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    .C سه النقطة و قائم الزاوية رأ  متساوي الساقينABCو هذا يعني أن المثلث
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1:  لدينا  -)1 2,
4
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 :إستنتاج •
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}  منzلكل -)1 }2i− لدينا :  ( ) ( )1
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zو إذا وضعنا  x iy= 2z:    فإن  + z x+ 2z  و = z iy−   :  ، إذن  =

( ) ( )1 4 6 12 0 2 3 6 0M z ix iy i x y∈ Γ ⇔ + − = ⇔ + − =  
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):  وبالتالي فإن   ) ( ) ( ){ }1 0, 2D AΓ = )  ، حيث − ) : 2 3 6 0D x y+ − =.   

) بالنسبة ل • )2Γ، لكل zمن  { }2i− لدينا : 

( ) ( )2
3 3 3 3
2 2 22

z z z zM z
z i z i z iz i
− − − −⎛ ⎞∈ Γ ⇔ = − ⇔ =⎜ ⎟− − −+⎝ ⎠

  

):  إذن  ) ( )2 3 2 6 2 3 6M z z z z i z i z z iz z i∈ Γ ⇔ − − + = − − + +  

):  ي أن أ ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 0M z z z z z i z z∈ Γ ⇔ − + + − =  

z نضع    x iy=   :    إذن +

2z z x+ 2z  و = z iy− 2  و = 2z z x y= +.     
  :  و بالتالي فإن 

( ) ( ) ( )
2

22 2
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3 133 2 0 1
2 4

M z x y x y x y⎛ ⎞∈ Γ ⇔ + − − = ⇔ − + − =⎜ ⎟
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)إذن  )2Γلدائرة التي مركزها  هي ا
3 ,1
2

⎛ ⎞Ω⎜ ⎟
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 و شعاعها 
13
2

r  محرومة من =

) النقطة )0, 2A.     

)بالنسبة ل • )3Γ ، لكلzمن  { }2i− لدينا : 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
3 3 2 3 2M z z z i x y x y∈ Τ ⇔ − = − ⇔ − + = + −  

)  : بمعنى أن  ) ( )3 6 9 2 4 6 2 4 0M z x y x y∈ Τ ⇔ − + = − + ⇔ − + =  

)إذن  )3Γ 3  : هو المستقيم الذي معادلته 2y x= )محروم من النقطة  + )0, 2A .   

  :دينا  ل− منzلكل -)2

( ) ( )1
2 2 2 2z i z i z i z iM z
z z z z z z z z

− + − +
∈ Σ ⇔ = − ⇔ =

− − − −
  

)  :إذن  ) ( ) 22
1 2 2 2 2M z z z z iz i z z z iz z i z∈ Σ ⇔ − − + = + − −  
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⇔ + − − − =
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zنضع  x iy= y*  حيث + 2:    ، إذن  ∋ 2 2 2z x y ixy= −   : ، و لدينا  +

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 2 2 2 0M z x y x y i iy∈ Σ ⇔ − − + − × =  

                           ( ) ( )2 1 0 1 0y y y y⇔ − = ⇔ = ≠  

)وبالتالي فإن  )1Σ  1:    هو المستقيم الذي معادلتهy =.     

)بالنسبة ل • )2Σ ، لكلzلدينا − من : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 1 2M z z i z z x y y∈ Σ ⇔ − = − ⇔ + − =  

( ) ( ) 2 2 2 2
2

14 4 4 1 4
4

M z x y y y y x∈ Σ ⇔ + − + = ⇔ = +  

)إذن  )2Σ 2 شلجم معادلته 1
4

y x= +.      

)تكون النقط  -)3 )M z و  ( )N i z و  ( )3P i− إذا كان  مستقيمية إذا و فقط:  

3
3

z i
i z i
+

∈
+

:      ، أي أن 
3 3

33
z i z i

iz ii z i
+ −

=
− −+

   

):  إذن  ) ( ) ( ) ( ) ( )22 3 3 0M z i z z i z z z z∈ Σ ⇔ + + + − − =  
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2 2 3 0
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x y x y

x y x y

⇔ − + − =

⇔ − + + =
  

    :و بالتالي فإن
 ( ) ( ) ( )1 2D DΣ = ): حيث  ، ∪ )1 : 0D x y− )و   = )2 : 3 0D x y+ + =  
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