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  2004تصحيح فرض أآتوبر 
  موقع الرياضيات بالثانوي

   1التمرين

                                   ( ) 2sinf x x=و ( ) 2arcsin 1g x x= −  

)بين أن المعادلة ن -1     )f x x= تقبل حلا وحيدا في 
2;

2 3
π π 
  

  

)تبر         نع ) ( )2;
2 3

x h x f x xπ π ∀ ∈ = −  
  

         ( )2; ' 2cos 1
2 3

x h x xπ π ∀ ∈ = −  
  

         ( )2; ' 0
2 3

x h xπ π ∀ ∈   
  تناقصية قطعا على h   ومنه ≻

2;
2 3
π π 
  

  

            
2 1 2 2 0

2 3
h hπ π   ⋅ = × − = −   
   

≺  

)        ومنه المعادلة  ) 0h x ) أي = )f x x= تقبل حلا وحيدا في 
2;

2 3
π π 
  

  

  gDحدد ن) أ   -2    

  \∋x          ليكن 
2

2

0 1 1

0 1
1 1

gx D x

x
x

∈ ⇔ ≤ − ≤

⇔ ≤ ≤
⇔ − ≤ ≤

  

[ ]1;1gD = −  

)حددن)           ب )
1

lim
x

g x
−→

  

                           ( ) 2

1 1
lim lim arcsin 1 0
x x

g x x
− −→ →

= − =  

]بين أن ن)           ج ] ( ) ( )20;1 1
2

x g x g x π
∀ ∈ + − =     

            [ ] ( ) ( )2 20;1 1 arcsin 1 arcsinx g x g x x x∀ ∈ + − = − +  

arcsin            نضع  x α= وحيث  [ ]0;1x∈  0فان;
2
πα  ∈   

  

                    arcsin sinx xα α= ⇔ =  

           ( ) ( )2arcsin 1 sin arcsin cos arcsin sin
2
πα α α  − = = −    

  

;0     وحيث 
2
πα  ∈   

;0 فان 
2 2
π πα   − ∈      

)  ومنه  )2arcsin 1 sin
2
πα α− = −  

]   إذن  ] ( ) ( )20;1 1
2 2

x g x g x π πα α∀ ∈ + − = − + =  

   2التمرين
sinعددا حقيقيا حيث α         ليكن  0α ) و ≠ )nwمتتالية عددية معرفة بما يلي :  

                                       ( )
0 1

2 1

1
4 cos 4 0n n n

w w
w w wα+ +

= =
 − + =
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) المعادلة ^حل في ن -1 )2 4 cos 4 0z zα− + = 

):      المميز المختصر ∆ليكن  )22 24cos 4 4sin 2 siniα α α∆ = − = − =  

2cos        ومنه  2 sinz iα α= 2cos  أو + 2 sinz iα α= −  
} إذن           }2cos 2 sin ;2cos 2 sinS i iα α α α= − +  

 n بدلالة nwحدد ن -2

)لدينا المعادلة المميزة            )2 14 cos 4 0n n nw w wα+ +− + ) هي = )2 4 cos 4 0z zα− + =  

]          ومنه  ]2;z n= أو [ ]2;z α= −  

)           و بالتالي    )( )2 cos( ) sinn
nw a n b nα α= ⋅ + ⋅  

sin وحيث أن  0α ) فان≠ )0 1

11
1 1 2cos2 cos sin 1

2sin

aa
w w

a b b αα α
α

== = = ⇔ ⇔  −+ = = 

  

)ومنه             )1 2cos2 cos( ) sin
2sin

n
nw n nαα α

α
− = + 

 
  

   3التمرين

1 1
*

1 1

1 12
2 3

3 4
n n n n

n n

u v
n u v u vu v+ +

= = 
 ∀ ∈  +  +

= = 

`    ،  
*

n n nn w v u∀ ∈ = −`  

)بين أن ن -1   ) 1n n
w

≥
 n بدلالة nwحسب ن متتالية هندسية و 

  `∋nليكن 

( )

1 1 1

1

1

2 3
3 4

1
12
1

12

n n n n
n n n

n n n

n n

u v u vw v u

w v u

w w

+ + +

+

+

+ +
= − = −

= − −

= −

  

)  ومنه  ) 1n nw  متتالية هندسية أساسها ≤
1

12
−

1 و حدها الأول  11w =  

1
* 111

12

n

nn w
−

 ∀ ∈ = − 
 

`  

limحدد  ن  - أ nw 

        
11lim lim11 0

12

n

nw
−

 = − = 
 

 

)بين أن ن -أ --2 ) 1n n
u

≥
) متتالية تزايدية و أن  ) 1n n

v
    متتالية تناقصية≤

  `∋n      ليكن 

 *   ( )1
2 2 2

3 3 3
n n

n n n n n n
u vu u u v u w+

+
− = − = − =  

*     وحيث أن  0nn w∀ ∈` 1  فان; 0n nu u+ − ) إذن  ; ) 1n n
u

≥
   متتالية تزايدية

   * ( )1
3 1 1

4 4 3
n n

n n n n n n
u vv v v v u w+

+ − −
− = − = − 1   ومنه = 0n nv v+ − ≺  

) إذن       ) 1n n
v

  اقصية  متتالية تن≤

* أن   بالترجع بينن -ب
n nn u v∀ ∈` ≺  
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1n      من أجل  1 لدينا = 1u v≺  

n      نفترض أن  nu v≺ عبارة صحيحة حتى الرتبة n  

1    نبين أن  1n nu v+ +≺  

1 1
3 2

4 3 12
n n n n n n

n n
u v u v v uv u+ +

+ + −
− = − =  

n  أن   وحيث nu v≺ 1 فان 1n nu v+ +≺ .  

*     إذن 
n nn u v∀ ∈` ≺  

)تنتج أن نس -ج        ) 1n n
u

) و ≤ ) 1n nv
   متقاربتين≤

)         لدينا  ) 1n n
u

≥
) متتالية تزايدية و أن  ) 1n n

v
* و   متتالية تناقصية≤

n nn u v∀ ∈` ≺  

*       و  منه 
0 1n nn u u v v∀ ∈ ≤ ≤` ≺  

     ( ) 1n n
u

≥
)   اذن1v و مكبورة بالعدد  متتالية تزايدية ) 1n n

u
  . متقاربة≤

      ( ) 1n n
v

)  اذن 1u و مصغورة بالعدد   متتالية تناقصية≤ ) 1n n
v

  . متقاربة≤

   4التمرين
       نعتبر المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر    

)              بحيث ^ إلى ^*  التطبيق من fيكن ول      ) z if z
z
+

=  

) بحيث z التي لحقها Mحدد مجموعة النقطن -1 ) 1f z =. 

z نضع ^∋z*ليكن  x iy= ) حيث + ) 2;x y ) و \∋ ) ( ); 0;0x y ≠ 

( ) ( )22 2 21 1 1 2 1 0z if z z i z x y x y y
z
+

= ⇔ = ⇔ + = ⇔ + − = + ⇔ − =  

) بحيث z التي لحقها Mمجموعة النقط إذن  ) 1f z  هي المستقم الذي معادلته =
1
2

y =  

) المعادلة ^حل في ن -2 )1 1f z z i
z

  = ⋅ + 
 

 

       

( ) ( )

( )

* *

* 2

* 2

1 11 1

(1 ) 1 0

(1 ) 1 0

izz f z z i z z z z i
z z

z z i z iz

z i z iz

+ ∈ = ⋅ + ⇔ ∈ = ⋅ + 
 

⇔ ∈ + − − =

⇔ ∈ + − − =

^ ^

^

^

   

)   ليكن  )21 4 4 3 4 2i i i∆ = − + + = + = 1)2 مميز + ) 1 0i z iz+ − − =  

       ومنه
( )

2 1
2 1
i iz

i
+ +

= =
+

 أو 
( )

( )12 1
2 1 2 2

ii i iz
i

− −− − − +
= = =

+
 

                                          1z  أو   =
1
2
iz − −

=  

 إذن       
11;
2
iS − − =  

 
 

cosنضع  -3 sinz iθ θ= ;0 حيث +
2
πθ  ∈   

 

)مثل النقط ن  - أ )A i و ( )B zو ( )C zو ( )D z i+ 
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zتنتج عمدة نس معين و OCDAتحقق أن ن -      ب i+ بدلالة θ ثم عمدة( )f z بدلالة θ  

            1 ; 1 ; 1 ; 1OC z OA i CD i AD z= = = = = = = =  
   معينOCDA           ومنه 

          ( )OD منصف nCOA 
 و منه :          ( ) ( ) [ ]1; ; 2

2
OA OD OA OC π≡
JJJG JJJG JJJG JJJG

  

                                     
( ) ( ) ( )( ) [ ]

[ ]

1; arg arg 2
2

1 2
2 2

OA OD z i π

πθ π

≡ −

 ≡ − − 
 

JJJG JJJG

  

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

1

1

arg ; 2

arg ; ; 2

1arg arg 2
2 2

1arg 2
2 2 2

arg 2
2 4

z i e OD

z i e OA OA OD

z i i

z i

z i

π

π

πθ π

π πθ π

θ π π

+ ≡

+ ≡ +

 + ≡ + − − 
 

 + ≡ + − − 
 

+ ≡ − +

JJJGG

JJJG JJJG JJJGG

  

)        لدينا   )( )arg arg z if z
z
+ =  

 
)  ومنه )( ) ( ) ( ) [ ]arg arg arg 2f z z i z π≡ + −  

                                                                      

( )( ) [ ]

( )( ) [ ]

arg 2
2 4
3arg 2
2 4

f z

f z

θ π θ π

θ π π

−
≡ + −

−
≡ +

  

)حدد معيار ن -       ج )f z بدلالة θ 

cosلدينا               sinz iθ θ= 1z   ومنه +    ليا و بالت=

   ( ) ( )( )22cos 1 sin 2 2sinz if z z i
z

θ θ θ+
= = + = + − = −  

 


