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   سلك بكالوريا ع ر2 1 الدورة2فرض

  
   1تمرين

n
na  = 4 x 10 n و      1 - 

nb  = 2 x 10 n و        1 - 
nc = 2 x 10  + 1  

1 -  
 .1b ، 1c ، 2a ، 2b ، 2c ، 3a ،3b ،3c حسب ن/ أ      

a1 = 4 x 101 - 1 = 39   b1 = 2 x 101 - 1 = 19       c1 = 2 x 101 + 1 = 21 

a2 = 4 x 102 - 1 = 399  b2 = 2 x 102 - 1 = 199  c2 = 2 x 102 + 1 = 201 

a3 = 4 x 103 - 1 = 3999  b3 = 2 x 103 - 1 = 1999  c3 = 2 x 103 + 1 = 2001 

  3 قابلان للقسمة على nc و  naبين أن ن/ ب       

]نا        لدي ]10 1 ]   ومنه ≡3 ]10 1 3n ] و حيث ان  ≡ ]4 1 ] فان ≡3 ]4 10 1 3n× ≡  

]       ومنه  ]4 10 1 0 3n× − ]   أي ≡ ]na 0 3≡  

]       لدينا  ]10 1 3n ]  ومنه ≡ ]2 10 2 3n× ]    أي ≡ ]2 10 1 3n× ≡ −    

]        ومنه  ]2 10 1 0 3n× + ]       اذن ≡ ]nc 0 3≡  

  3يقبلان القسمة على  nc و  na        إذن 

  عدد أولي  3bبين أنن/ ج        

3b         لدينا    47على الأعداد الأولية التي أصغر أو تساوي  لا يقبل القسمة 1999   و =1999

247         و    = 2209 1999;  
   عدد أولي3b         إذن 

n : nعدد صحيح طبيعي غير منعدم بين أن لكل ن/ د         n 2nb  x c  = a   
  `∋n       ليكن 

n n n 2 2 2n
n n 2nb x c  = (2 x 10  - 1)(2 x 10  + 1) = (2 x 10 )  - 1  = 4 x 10  - 1=a  

  6aنستنتج التفكيك إلى جداء عوامل أولية للعدد        

        6 3 3a 1999 2001b c= × =   x 23 x 29 3 = 2001        و ×

           6a 3 23 29 1999= × × ×  

nنبين أن / ه         n nPGCD(b  ; c ) = PGCD(b  ; 2)   

        
n n

n nc  = 2 x 10  + 1 = 2 x 10  - 1 + 2 = b  + 2   

n   لان 2 قاسم للعددd  فان nb و nc  قاسم مشترك للعددين d          إذا آان  nc  - b = 2    

n  لان nc فانه قاسم للعدد 2 و nb قاسم  مشترك للعددين d         إذا آان  nc  = b  + 2    

  2 و nb هي مجموعة قواسم العددين nb و nc        ومنه مجموعة القواسم المشترآة للعدين  

n إذن          n nPGCD(b  ; c ) = PGCD(b  ; 2)  

  أوليين فيما بينهما nb و ncنستنتج أن          

         لدينا 
n

nb  = 2 x 10 nPGCD(b فردي  و بالتالي nb   ومنه     1 -   ; 2)=1  

n         ومنه  nPGCD(b  ; c   أوليين فيما بينهماnb و nc إذن   1= (

)نعتبر المعادلة  - 2 ) 2
3 3 (E):    x;y        b  x + c  y = 1     ∈]  

   تقبل على الأقل حلا(E)علل أن المعادلة / أ        

n          لدينا  nPGCD(b  ; c 3   ومنه 1= ( 3PGCD(b  ; c  Bezout   و بالتالي  حسب مبرهنة 1= (

)         فانه يوجد );u v 3    حيث[2 من 3b  u+ c  v = 1  

   تقبل على الأقل حلا(E) المعادلة         إذن 
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   (E)  حدد حلا خاصا للمعادلة3b و 3cبتطبيق خوارزمية اقليدس على العددين / ب      

  x 2 + 1 999 = 1999    ;    2 + 1999 = 2001         لدينا 
  x 2 = 1999 - 999 x (2001 - 1999) = 1999 - 999 x 2001 + 999 x 1999 999 - 1999 = 1         ومنه 

   x 1999 - 999 x 2001 1000 = 1         أي 
3 إذن          3 1 = 1000 x b  - 999 x cللمعادلة حل خاص (999- ; 1000)ه  ومن (E)  

 (E)حل المعادلةن/ ج       

             ( ) 2(E):    x;y      1999 x + 2001 y = 1∈]  

  x 1999 - 999 x 2001 1000 = 1           لدينا 
)              ومنه  ) ( )1999 x -1000 + 2001 y + 999 ) أي  0 =  ) ( )1999 1000 -x = 2001 y + 999    

k فان PGCD(1999 ; 2001) =1          وحيث  /   y + 999 = 1999k     ∃ ∈]   
/          أي       1999  -  999     k y k∃ ∈ - 1000  ومنه [=  2001    x k=  

)          و بالتالي  )1000 -  2001 ;1999 - 999   k k حيث   k ∈]  
             عكسيا لدينا 

   1999   2001   1999(1000 - 2001 )  2001(1999 -  999)  1999000 -  1998999  1x y k k+ = + = =  

)         ومنه مجموعة حلول المعادلة هي  ){ }1000 -  2001 ;1999 - 999 /k k k ∈]  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

  2تمرين

) المعرفة بـ fة    نعتبر الدال ) 21
xf x
x x

=
+ +

  

)  لتكن  )nu 0 المتتالية العددية حيث 1u )  و = )1n nn u f u+∀ ∈ =`  

  
 fدرس تغيرات ن - 1

        21 0x x x∀ ∈ + + fD   ومنه \≠ = \ 

     f و  \  قابلة للاشتقاق على   ( )
( ) ( )

2 2 2

2 22 2

1 2 1'
1 1

x x x x xx f x
x x x x

+ + − − −
∀ ∈ = =

+ + + +
\  

)  و بالتالي اشارة  )'f x 21 هي اشارة x−  

] تزايدية على f  ومنه  [  و تناقصية على آل من المجالين −1;1[ [; 1−∞ [ و − [1;+∞  

*بين أن ن - 2 1 1
1

p f
p p

 
∀ ∈ ≤  + 

` 

2   لدينا     

2

1
1

1 1 11

ppf
p p p

p p

 
= = 

+ +  + +
  

  
( )( )2 2

1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

pf
p p p p p p p p

 
− = − = + + + +  + + +

* منهو    ; 1 1
1

p f
p p

 
∀ ∈ ≤  + 

`  

      

*بين أن ن - 3 10
1nn u

n
∀ ∈ ≤ ≤

+
] على fيمكن الاستعانة بتغيرات  ( ` ]0;1( 

1     لدينا 
1 10
3 1 1

u≤ = ≤
+

  

    نفترض أن 
10

1nu n
≤ ≤

+
1 و نبين أن 

10
2nu n+≤ ≤

+
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      ومنه 
10 1

1nu n
≤ ≤ ≤

+
) تزايدية فان f  و حيث  ) ( ) 10

1nf f u f
n

 ≤ ≤  + 
  

1   و بالتالي 
1 10

1 1nu f
n n+

 ≤ ≤ ≤ + + 
  

*  إذن  10
1nn u

n
∀ ∈ ≤ ≤

+
`  

  
)درس رتابة   ن- 4 )nu  

                ( ) ( )2
1 2 2

1

1 1
nn

n n n n n n
n n n n

uu
u u f u u u u

u u u u+
+

− = − = − = −
+ + + +

  

0nu           و حيث  1 فان ≤ 0n nu u+ − ) اذن ≥ )nuتناقصية   

)استنتج أن  - 5 )nu متقاربة و حدد lim nu  

)    لدينا  )nu تناقصية و مصغورة و منه ( )nuمتقاربة   

*    و حيث أن  10
1nn u

n
∀ ∈ ≤ ≤

+
 و `

1lim 0
1n
=

+
lim فان  0nu = 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

  3تمرين

 المعرفة بـ f          نعتبر الدالة 
( )
( )

2

3

1 1 0

arctan 0

f x x x x

f x x x x

 = − + +


= − ≥

≺
  

arctanxبين أن ن/   أ- 1        x x+∀ ∈ ≤\  

)         نعتبر  ) ( )1 2arctanx f x x f x x+∀ ∈ = =\  

)         لدينا  ) ( )1 22
1' ' 1

1
x f x f x

x
+∀ ∈ = =

+
)  ومنه \ ) ( )1 2' 'x f x f x+∀ ∈ ≤\  

)        وحيث أن  ) ( )1 20 0f f= فان ( ) ( )1 2x f x f x+∀ ∈ ≤\  

arctanx          أي أن  x x+∀ ∈ ≤\  

نبين أن/ ب        
3 3 5

arctan
3 3 5
x x xx x x x+∀ ∈ − ≤ ≤ − +\  

)          نعتبر  ) ( )
3 3 5

3 43 3 5
x x xx f x x f x x+∀ ∈ = − = − +\  

)         و منه  ) ( )2 2 4
3 4' 1 ' 1x f x x f x x x+∀ ∈ = − = − +\  

           
( ) ( ) ( )

( ) ( )

4
2

1 3 2 2

6
2 4

4 1 2 2

1' ' 1 0
1 1

1' ' 1 0
1 1

xx f x f x x
x x

xx f x f x x x
x x

+

+

∀ ∈ − = − − = ≥
+ +

∀ ∈ − = − + − = ≥
+ +

\

\
  

)         ومنه  ) ( ) ( )3 1 4' ' 'x f x f x f x+∀ ∈ ≤ ≤\  

)        و حيث أن  ) ( ) ( )3 1 4 0x f x f x f x+∀ ∈ = = =\   

) إذن         ) ( ) ( )3 1 4x f x f x f x+∀ ∈ ≤ ≤\  

         أي أن 
3 3 5

arctan
3 3 5
x x xx x x x+∀ ∈ − ≤ ≤ − +\  

30حدد ن/ د         

arctanlim
x

x x
x+→

−
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          لدينا  
3 3 5

arctan
3 3 5
x x xx x x x+∀ ∈ − ≤ ≤ − +\  

              ومنه
3 5 3

arctan
3 5 3
x x xx x x+∀ ∈ − ≤ − ≤\  

             و بالتالي 
2

*
3

1 arctan 1
3 5 3

x x xx
x

+ −
∀ ∈ − ≤ ≤\  

            و حيث 
2

0

1 1lim
3 5 3x

x
+→

− 30  فان =

arctan 1lim
3x

x x
x+→

−
=  

  0 الاشتقاق في fدرس قابلية ن/ ج       

      
( ) ( ) 3

33
30 0 0

0 arctan arctan 1lim lim lim
3x x x

f x f x x x x
x x x+ + +→ → →

− − −
= = =  

) و 0 يمين قايلة للاشتقاق على f        ومنه  ) 3 1' 0
3df =  

( ) ( )

( )
2

220 0 0 0

0 1 1 2 2lim lim lim lim 1
1 11 1x x x x

f x f x x x
x x x xx x x

− + − −→ → → →

− − + + − −
= = = =

− − +− − +
  

) و 0 قايلة للاشتقاق على يسار f إذن )' 0 1gf =  

  fدرس تغيرات الدالة ن/ ه        

     ] [ ( )
( )

2

2 2 2 2

1 1;0 ' 1 0
1 1 1 1

x x xx f x
x x x x x

+ +
∀ ∈ −∞ = + = =

+ + + + −
;  

] [ ( ) ( )
( )

22
32 22 3

1 10; ' 1 arctan 0
3 1 3 1 arctan

xx f x x x
x x x x

− ∀ ∈ +∞ = − − = +  + −
;  

  \ تزايدبة علىf  إذن 

    2 -    0 1u 3   و =
1 arctann n nu u u+ = −  

)بين أن ن/ أ          )nuتناقصية    

1n         لنبين أن  nn u u+∀ ∈ ≤`  

0           لدينا  1u 3   و =
1 1 arctan1u = 1نه    و م− 0u u≺  

1n          نفترض  أن  nu u+ 2 لنبين n عبارة صحيحة حتى الرتبة ≥ 1n nu u+ +≤  

1n          لدينا  nu u+   \ تزايدية على f  و ≥

)          ومنه  ) ( )1n nf u f u+ 2 أي أن ≥ 1n nu u+ +≤  

1n          إذن  nn u u+∀ ∈ )   و بالتالي `≥ )nuتناقصية   

) أن نستنتج          )nuمتقاربة    

0nnخلال صيغة الصريحة للمتتالية لدينا         من  u∀ ∈ ≥`   

)        ومنه  )nuمصغورة       و حيث أنها  تناقصية فان ( )nuمتقاربة              

*  أن ج         نستنت/ب         3 10
3nn u∀ ∈ ≤ ≤` 

ينا   لد      
3 5 3

arctan
3 5 3
x x xx x x+∀ ∈ − ≤ − arctanx  و  \≥ x x+∀ ∈ ≤\  

0nn         وحيث أن  u∀ ∈  فان `≤
3

0 arctan
3
n

n n
u

u u≤ − ≤  
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          و منه 
3

330 arctan
3
n

n n
uu u≤ − 1   أي ≥ 30

3
n

n
u

n u +∀ ∈ ≤ ≤`  

)                 و بما أن  )nu0 فان  تناقصية nn u u∀ ∈ 1 و منه `≤ nn u∀ ∈ ≥`  

3               و بالتالي  3
1
3 3

nun∀ ∈ 1 إذن  `≤ 3
10
3nn u +∀ ∈ ≤ ≤`  

      *
1 3

10
3nn u +∀ ∈ ≤ ≤`  

  
limنحدد -*          nu    

)               لدينا  )1n nu f u+ ) و \+ متصلة على f  و = )f + +⊂\ \    

lim             ومنه  nu حل للمعادلة ( )f x x=  

              ( ) ( )3 arctan 0f x x x x x= ⇔ − − =  

               و حيث 
3 5 3

arctan
3 5 3
x x xx x x+∀ ∈ − ≤ −   و \≥

3
* 3

3
xx x+∀ ∈\ ≺  

*                 ومنه  3arctanx x x x+∀ ∈ −\ ≺  

)   و حيث             )0 0f ) فان = )f x x= 0 حلا وحيدا هو تقبل  

lim           إذن    0nu = 
  


